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1 Introduction et Rappels

1.1 Loide Schmid

Les matériaux cristallins se déforment plastiquement a basse température par du glissement le long de
critallographiques. Dans un structure cristalline Cubique a Faces Centrées (CFC) (cflYigariste 12 systemes
de glissement (cf. tabledt) de plan{111} et de direction de glissemefit10). Pour produire un glissement le long
d’'un plan cristallographique, il faut exercer une cission sur ce plan au moins égale a une valeurriticRegit
de la loi de Schmid. Cette loi peut s’écrire :
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FIG. 1 — lllustration d’'un des quatres plans de glissement octaédrique d’un cristal C.F.C.

1.2 Champ de Prandtl

On rappelle d’abord le champ en pointe de fissure dans le cas d’'un matériau isotrope rigide—parfaitern
plastigue. En mode | et en déformation plane pour un matériau parfaitement plastique obéissant a un critéer
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TAB. 1 — Liste des sytemes de glissement. La nhumérotation donnée correspond a celle employée dans le co
calcul par EF.

plasticité isotrope (von Mises ou Tresca) (cf. figdjele champ de contraintes en pointe de fissure peut étre obtent
en utilisant le critére de plasticité et les équations d’équilibre. Pour un solide rigide plastique en déformation pla
I'incrémentél, = 0. Pour un critére de Mises par exemple, cela implique que la composgrda déviateur est
nulle, ce qui implique

011+ o
033 = = 9 = (2)
L'équation de la surface de charge est alors
011 — O 2
(5 v

aveck = R,/+/3 pour un critére de Mises ét = R,/2 pour Tresca. On constate dans la pratique que ce résultai
reste une approximation valide dans le cas élastique parfaitement plastique.

La solution peut étre établie a I'aide du principe des lignes de glissement (méthode dite des caractéristiqL
On montre alors comme l'indique la figuBeque I'on distingue trois zones. Dans les deux zdnes 6§ < 7/4 et
37 /4 < 6 < wles composantes cartésiennes du tenseur des contraintes sont constantes et indépendantes de I’
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FIG. 2 — Critére de von Mises dans le plan; — 022)/2, 012)

FIG. 3— Champ de Prandtl

2 Champ de contraintes et de déformation en pointe de fissure dans un
monocristal

Tout d’abord on considere un matériau élastique parfaitement plastique en déformations planes. Dans
monocristal C.F.C., la condition de déformation plane ne peut étre respectée que dans un plan de symétrie



structure cristalline. Dans un CFC il n’existe que deux familles de plans de syfi&itipet {110}.

2.1 Calculs par éléments finis

La méthode des éléments finis est utilisée pour déterminer le champ de contraintes et de déformation:
pointe de fissure dans un monocristal. Les calculs sont effectués sur des maillages d’épouvettes CT16 (Con
Tension). Deux maillages sont proposés, un premier radial le second régulier. Ces deux maillages sont stockés
le répertoire TP_DEA MM _2003/GEOF sous lesnoms CT16_160_radial.geof et CT16_160_regulier.geof. Pour
visualiser tapermaster CT16 160 radial.geati Zmaster CT16_160 regulier.geof

On s’intéresse dans un premier temps a une seule orientation du cristal. L'orientation chgi¥ié )ést0). Le
premier terme désigne le plan dans lequel se propage la fissure, le second la direction de propagation de la fi
(cf. figure4). Les mises en données des calculs sont sauvegardées dans le repertoire TP_DEA MM_2003/INF
lois de comportement sont dans le repertoire TP_DEA _MM_2003/MAT. Pour éditer ces fichiers faites :
xemacs CT16 160 001 110 radial.oyp
xemacs CT16 160 001 110 regulier.inp

xemacs crystal.mat

Pour lancer le calcul :
Zrun CT16_160 001 110 radial.inp
Zrun CT16_160 001 110 regulier.inp

Pour dépouiller le calcul :
Zmaster CT16_160 001 110 radial
Zmaster CT16_160 001 110 regulier

— Que pouvez vous dire de la déformation et des contraintes en pointe de fissure ? Pour cela on pourra dépo
les contraintes le long d’un contour (liset nommé contour).

— ldentifier les systémes de glissement actifs en pointe de fissure.

— Que dire de l'orientation des bandes? On pourra comparer l'orientation des bandes au traces des plar
glissement actifs dans ces bandes. (cf. figire

2.2 Analyse asymptotique
2.2.1 Deformations planes et super-systemes

Seules certaines combinaisons de systemes de glissement permet d’obtenir des déformations planes. D:
suite sont énumeéreés les couples de systemes permettant d’obtenir des déformations planes. Lorsque la quan:
glissement est identique pour les deux systemes (pour des raisons de symétrie par exemple), chaque couple
de définir un systéme de glissement effectif, dit super—systBiret.S sont respectivement la normale au plan de
glissement et la direction de glissement du super—systeme.

— systéme (1) (001)[110] { gﬂﬂ%
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FiG. 5 — Traces des plans de glissement pour |'orientg{iom)[110]
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2.3 Surface de charge
La surface de charge pour le monocristal est déterminée a I'aide de la loi de Schmid
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En raison de la symétrie des systemes, les cissions résolues sont identiques :
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On peut donc établir une loi de Schmid effective valable dans le plan

S.g.N =07
avec
- (DBs=V3
- (et®)B=3%
- (@) 6=2V3

L’éguation générale de cette surface de charge est

o o012 0

g = o2 02 0
0 0 933 éprouvette
o1 o2 0 Ny
§-Q’-H = ( S1 Sy )éprouvene o2 02 0 Ny = 07
0 933 éprouvette 0 éprouvette

2N1N2 <¥) + (N22 - N12> 019 = ﬁT

ou I'on a tenu compte du fait qug = N,, S = —Ny.
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FIG. 6 — surface de charge pour 'orientati@i1)[110]
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2.4 Equations d’équilibre

Le champ des contraintes doit vérifier en I'absence de force de volume I'équation d’équilibre :

dive =
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FIG. 7 — Repére cylindrique
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Les composantes cartésiennes des contraintes seront exprimées dans la suite en fonction des coordo
cylindriques(r, ). On poser; = rcosf etzy, = rsinfd. La matrice jacobienne du changement de variables est

8:151 81’1

| 2
or

00
or Or

% %)= (

cosf
sin

—rsind
—7rcosf

cos sin 8 >

—sinf/r cosf/r

oy Oxy
Les termes des équatiorizf s’expriment de la facon suivante :

( 80'11 . 80'11 or 4 80'11 00 . 80'11 0 — 80'11 sin 0
dx1 O Oz | 00 0x,  or 0 99
80'12 . 80'12 or i 80'12 00 . 80’12 n 80'12 cos
Oxs O Oxs ' 00 Oz,  Or 90
80'12 . 80'12 or i (90'12 0 . 80’12 cos ) — 80'12 sin 0
dry  Or Or 90 dxr,  Or i a0 r
80'22 . (90'22 or i 8022 0 . 8022 sin 0 4 8022 cos

(| Ozy  Or Ox, 90 dry  Or a0 r
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(25)



Les équations d’équilibre2@) s’écrivent alors sous la forme suivante :

80'11 (90'12 . 80'11 0 _ 80'11 sin ¢ 80’12 in9+8012 cos 6 .

Ory ' Ors  or 0 a0 r o 200 (26)
(90’12 i 80'22 . (90'12 cosf — 80’12 sin 099 sind 4 80'22 cos —0

0y Ory  Or a0 r or e r

Ces équations deviennent alors en les multipliant-par

r@au cos @ — don sin 6 + 7‘8012 sin @ + Oo1s cos =0
887’ 00 or 00 (27)
012 012 . 022 . 022 o
r o cos b — 50 sinf +r o sin 8 + 50 cosf =0

On admettra que les contraintes sont bornées en pointe de fissure ou plus précisément que
80'12 60'22

Oo11 . .
= limr =limr
r—0 r r—0 67“ r—0 87’

~ 0 (28)

On renvoie aux la référence,[2] pour la démonstration de ce résultat. Il en résulte que

— lim don sin 6 + lim 01a cosf =0

r—0 80 r—0 89 (29)
— lim d1s sin @ + lim 0022 cosf =0

r—0 \ 00 r—0 \ 00 N

Si I'on consiére que le critere de plasticité quelque soit 'afigé@ pointe de fissure et En dérivant I'équati@n)(
de la surface de charge par rappoft@n obtient :

0012 NiNy 0 (011 - 022)
= _ 30
0 - NI-N? a0 (30)
Les équations49) deviennent :
NiNy 3(011 —022) . . 0oy .
N22—N12}1—I»% 50 51n9+llir(1)W0089—0 -
lim o1 sin 6 + N1z lim Ofon — o) cosf =0
r—0 00 N22 — le r—0 00
En posant
a = lim —8 (911 + 022)
b= tim 0171~ 722)
r—0 60
. 00'11 a -+ b
5y = 9
iy 2022 _a=b (33)
r—0 90 2
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on obtient le systéme d’équations :

NN
asinf + b (Qﬁcosﬁ+sin9> =0

34)
N; N (
acosf +b Z%Sinﬁ—cosﬁ =0

N3 — Nj

Il s’agit d’'un systéeme linéaire homogéene a deux inconnues. Les solutions sobt= 0, c’est—a—dire

lim don =0

r—0 ?79 (35)
lim —22 = ()

r—0 89

sauf si le déterminant du systeme linéaire précédent est nul. Les composantes cartésiennes des contraintes sor
constantes, i.e. indépendanteg/dsauf pour certaines valeurs @eui vérifient 'équation suivante :

N1 N-
(2ﬁ (sin2 6 — cos® 9) — 2sinf cos 9) =0 (36)
Cette relation peut s’écrire sous les formes suivantes :
Ny N3 (cos® 0 — sin®0) + (N3 — N7)sin6cos =0 (37)
9 5\ Sin 20
NN, cos 20 + (N3 — N7Y) 5 =0 (38)
2NNy
Ces éguations admettent les solutions suivantes
(1) (2) 3)
0 V2 -2
_ _ 1 _ 1
N=1]1 N = 7 1 N = 7 1
éprouvette éprouvette éprouvette
tan20 =0 tan 20 = 2v/2 tan 20 = —2v/2
20 = km 20 = arctan(2v/2) + km 20 = arctan(—2v/2) + kn
- B 35.26° - 54.74°
O="r; 9= 125.26° 0=

144.74°
Les composantes cartésiennes des contraintes sont donc constantes par secteur. On aura donc une discontir

la contrainte entre chaque secteur. Mais le vecteur contrainte doit étre continu au passage de la ligne de discontil
Cette condition s’écrit sous la forme suivante :

[o].eo =0 (40)
avec

—sinf
gez( cos > (41)



—sin@foq1] + cosfo12] =0 (42)
—sinffo1a] + cosOoan] = 0
—sin @ cos O]o11] + cos® O]o1z] = 0 (43)
—sin? 0o15] + cos O sin foge] = 0
o] = cos? Ofo11 + 022
[[0'22]] = Sin2 9[[0'11 + 0'22]] (44)
[o12] = cos O sin o1 + 092
[[0'22]] = tan2 9[[0'11]] (45)
2.5 Construction d’une solution
Les conditions aux limites sur le bord libre de la fissure sont
0929 = 0.
o1 = 0. L'état de contrainte se situe donc nécessairement aux points A ou D de la surface de charge
011 7£ 0.

figures). On va tout d’abord essayer de construire une premiéere solution en considérant que I'on est au point D.
Notons D le premier secteur, on a alors

D _
O'QDQ =0.
012 — O.

D _
o1 = V6.

Pour obtenir une solution unique on admettra que I'état de contraintes dans les secteurs est défini aux somme
la surface de charge. De plus I'orientation de la discontinuité est déterminée par le systeme actif le long du segr
reliant les deux sommets.

On peut essayer de construire une solution en considérant que le second secteur est defini au point E. Or
discontinuité & = 144.74°.

E _
012—\/§Tc
E E
O — 02 1\/?7_
- C
2 2V 2 /3
2
E D E DY\ _ E D
\ 099 — 099 _tan0(012_012) B (‘712_‘712)
E
E _
011 =
E _ 3

\
Le secteur suivant sera defini au point F, donc la ligne de disontinuité entre les deux secteurs aura pour orient:
= 90° et

oty = V37,
05—052__1\/?7_
EE F _ 2V2"
o3 —0o;3 =0
oty = V37,

ol =0

ok, = /67,
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Le dernier secteur est alors determiné au point A et la discontinuité entre les deux secteurs F et A aura un ang
6 = 35°. On a alors

A _
015 =10
A A
011 — 022 __\/57_
2 2 ¢ /3
2
A F A F\ _ A F
022—022—‘53110(012—012)— 5 <012_012)
A _
012 =
A _
A _
049 =0

Cette solution est physiquement inacceptable, car la contrainte normale en point de fissure ne peut pas étre nu

On peut construire une autre solution. On considere toujours que notre état de contraintes dans le secteur at
de la fissure est dans I'etat D. Considérons maintenant que le second secteur soit défini en C. Le segment entl
deux sommets de la surface est dil au super—systémean2y] = 2v/2 , prenong) = 125°. On a alors

01% = _\/ch

hooh L[k
2 2V 2°°

oS, — o) = tané (0102 — UlDQ) = V2 (0102 - 0{32)
0-1% = _\/37—6
Uﬁ - g\/éTc
0202 = \/67_6
L'etat de contrainte du second secteur est déterminé au point B avec comm@é angfé
01% = _\/ch

aﬁ—a%:_z\/i
2 2V2°°¢

E Fo_
o3 —01; =0

0?2 = —\/§Tc
aﬁ = %\/67’C
0202 = 2\/67'C
Enfin le quatrieme secteur est defini au point A. La discontinuité a pour orientetithet
c
O12 =

ffﬁ—(f%‘z:_;\/i
2 2V2°¢

¢ —az’é:taHH(chz—ong) :\/5(0102—0{:;)

022
c _

010 =

0101 = 2\/67'c
c _

oS, = 3v/67,

On a pu construire une solution qui comporte trois lignes de discontinuité comme l'indique laSfigure
Veérifier que cette solution est conforme aux résultats du calcul par éléments finis.

3 Applications a d’autres orientations

Dans un premier temps on pourra tester I'orientatibi) [001]
Copier le premier fichier de mise ne donnée :
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FIG. 8 — Discontinuité du champ des contraintes en pointe de fissure

cp CT16_160 001 110 radial.inp CT16_160 110 _001_radiabinp
cp CT16_160 001 110 regulier.inp CT16_160 110 001 _regulier.inp

Editer le fichier et modifier I'orientation cristalline<emacs CT16 160 110 001 radial.iop
xemacsCT16 160 110 001 regulier.inp

Pour lancer le calcul :
Zrun CT16_160_110 001 radial.inp
Zrun CT16_160 110 001 regulier.inp

Pour dépouiller le calcul :
Zmaster CT16_160 110 001 radial
Zmaster CT16_160 110 001 regulier

Que pouvez—vous conclure, vous pourrez comparer ce calcul au précédent. Que dire de I'orientation des ba

de localisation. Justifier a I'aide de la figude
Essayer d’autres orientations a votre guise.
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FIG. 9 —traces des plans de glissement pour 'orientatian) [001]
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